
П Р О Г Р А М М А 

курса «Уравнения математической физики» 
 для студентов  механического отделения    (6 и 7  семестры)

Шестой семестр.
----------------------
Часть  1.   Вариационное исчисление.

1.   Постановка задачи. Локальный и глобальный экстремумы. Примеры.
2.   Необходимое условие экстремума на  аффинном множестве функционального    
пространства.  Первая вариация функционала.
3.  Дифференциал функционала  (по Фреше), сравнение с первой вариацией.
4.   Простейшая задача вариационного исчисления.  Примеры. Необходимое условие 
экстремума для простейшей задачи  (интегральное тождество).
5.  Лемма Лагранжа.   2 вспомогательные леммы ( n=1) и вывод уравнения Эйлера.
6.  О существовании второй производной экстремали. 
7.  Обобщение простейшей задачи на случаи  а)  интегрант содержит старшие 
производные неизвестной функции,  б)  интегрант зависит от нескольких функций.
8.  Случай кратных интегралов. Формула Гаусса-Остроградского. Вывод уравнения 
Эйлера - Остроградского.  Примеры:  интеграл Дирихле,  интеграл площадей.
9.  Естественные  краевые условия  (n=1,  n > 1).   Естественные краевые условия для 
интеграла Дирихле и интеграла площадей.
10. Принцип Остроградского- Гамильтона.  Вывод уравнения колебаний мембраны 
(струны)  и  естественных краевых условий для мембраны (струны).   
11.  Изопериметрическая задача. Пример: задача Дидоны.   Теорема Эйлера о 
решении изопериметрической задачи.
12.  Специфика вариационной задачи в параметрической форме.  Теорема об 
условиях на интегрант, гарантирующих корректность  задачи в параметрической 
форме. Примеры.
13.  Вариационная задача со свободным концом. Необходимое условие экстремума на
свободном конце.  Условие трансверсальности.
14. Задача об отражении экстремалей.  Экстремали с изломом.
15. Задача об экстремуме функционала на замкнутом выпуклом множестве.  
Вариационное неравенство.    Пример:  задача с препятствием.
16.   Вторая вариация функционала  (второй дифференциал).   Теорема  о 
достаточном условии экстремума.  
17. Теорема о необходимом условии экстремума, выраженном с помощью второй  
вариации.  Примеры вычисления второй вариации   (простейший функционал, 
случай кратных интегралов).
18. Исследование второй вариации  в простейшей задаче вариационного исчисления.
     Условия Лежандра и Якоби.
О прямых методах вариационного исчисления.
19.  Задача прямых методов. Минимизирующая последовательность, ее 
существование. Теорема Вейерштрасса о существовании минимума  
полунепрерывного снизу функционала  на компактном множестве банахова 
пространства.
20.  Понятие слабо полунепрерывного снизу функционала (с.п.н. с. функционала).
 Теорема  о с.п.н.с.  выпуклого функционала.
21.  Теоремы о  минимуме  с.п.н.с. функционалов  1) на ограниченном замкнутом 
выпуклом множестве  банахова пространства,  2)  на замкнутом выпуклом 
множестве.



22.  Теорема о  минимуме  выпуклого  коэрцитивного функционала на выпуклом 
замкнутом множестве.

Часть 2.  Задача Штурма - Лиувилля.

1.  Пространство  $W^1_2 (0,l)  $ ,  его полнота,  вспомогательные  оценки .
2.  Задача о минимуме квадратичного функционала  в пространстве  $W^1_2(0,l)  $.
    Три способа ее решения:   применение теоремы о минимуме коэрцитивного  
    функционала;  построение энергетического пространства;  необх. и достат.
     условия минимума.
3.  Задача о собственных числах,  обобщенная постановка.  Связь классической и    
     обобщенной постановок.
4.  Сведение задачи Штурма-Лиувилля к операторному уравнению (с опера-
      тором К).  Свойства  оператора К.
5.  Применение  теорем функционального анализа к  изучению  свойств обобщенных 
     собственных чисел и собственных функций.   Полнота ситемы собств. функций 
     задачи Штурма –Лиувилля.
6.  Вариационный принцип нахождения собственных чисел.
7.   Краевая задача Штурма-Лиувилля. Построение функции Грина.
8.   Лемма о нулевом собственном числе.
9.   Теорема о гладкости обобщенных  собственных  функций.

Часть 3.   Постановка краевых задач.

1.    Вывод уравнения теплопроводности. Классические краевые условия.
2.    Классификация уравнений  второго порядка.  Примеры. Канонический вид 
       уравнения.
3.    Условия согласования.  Пример. Постановка краевой задачи и задачи Коши.
4.    Теорема Коши- Ковалевской (без доказательства).  Примеры применения.
5.    О корректности задачи. Пример  Адамара.
6.    Характеристические поверхности.  Инвариантность относительно 
       невырожденной замены переменных.
7.    Утверждение о вычислении первых производных решения  задачи Коши на
       поверхности Коши.
8.    Теорема о связи данных Коши на характеристической поверхности.
9.    Примеры характеристик   (3 основных типа уравнений).

Часть 4.   Решение начально-краевых задач методом  Фурье.

1.     Формальная схема метода Фурье для   параболического уравнения.
2.     --  --  --  --  --  --  --  --  --  --  --          для гиперболического уравнения.
3.     Обоснование метода Фурье для задачи о температуре конечного стержня.
4.     Обоснование  метода  Фурье   для задачи о колебании конечной струны.
5.     Принцип максимума для уравнения теплопроводности.  Теорема 
        единственности 1-ой начально-краевой задачи для уравнения 
теплопроводности.
6.     Теорема  единственности  смешанной задачи   для волнового уравнения.



Часть 5.    Задача Коши для волнового уравнения.

1.    Задача о колебании  бесконечной струны. Однородное уравнение.
2.    Задача о колебании бесконечной струны . Случай неоднородного уравнения. 
       Метод Дюамеля.
3.    Задача о колебании полуограниченной струны.

7-ой   семестр   \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
_____________________________________________________________________________-
4.    Задача Коши в $ R^3 $.  Случай радиальной симметрии.
5.    Метод усреднения.  Вывод формулы Кирхгофа.
6.    Неоднородное уравнение,  метод Дюамеля  (п=3).
7.    Цилиндрические волны.  Задача Коши на плоскости.  Метод спуска.  Затухание 
       возмущения на бесконечности.
8.    Принцип Гюйгенса: анализ размерностей п=1, 2, 3.
9.    Теорема единственности задачи  Коши. Область зависимости, п = 1,2, 3.

Часть  6.  Задача Коши для уравнения   теплопроводности.

1.    Построение решения с помощью интегрального преобразования  Фурье.
2.     Преобразование полученного решения к формуле  Пуассона. Бесконечная 
       скорость  теплопередачи.
3.    Обоснование формулы  Пуассона.
4.    Теорема единственности.

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-

Часть 7.   Гармонические функции.

1.  Определение гармонической функции,  фундаментальное решение уравнения
     Лапласа.
2.   Интегральное представление функций класса  $ С^2 $.
3.   Интегральное представление гармонических функций.  Бесконечная
       дифференцируемость гармонических функций.
4.   Теорема о среднем.
5.   Принцип максимума  (теорема и следствия).
6.   Обратная теорема о среднем.
7.   Теорема  Харнака  о последовательности гармонических функций.
8.   Постановка краевых задач Дирихле и Неймана  ( для ограниченной области и
      дополнения к ней).
9.    Необходимое условие разрешимости задачи  Неймана.
10.  Теоремы единственности внутренней и внешней задачи Дирихле.
11.  Теоремы единственности  внутренней и внешней  задачи   Неймана.  
12.  Решение задачи Дирихле в шаре.  Вывод формулы Пуассона в предположении, 
       что решение  принадлежит классу $C^2( \overline{B_R}) $.
13.   Теорема  о решении задачи Дирихле в шаре.
14.   Теорема Лиувилля.
15.    Решение задачи Дирихле для внешности шара.



16.    Поведение производных гармонической функции на бесконечности.
17.    Теорема об устранимой особенности  гармонической функции.
                                                                                                                                           

Часть  8.  Метод потенциалов для оператора Лапласа.

1.   Интегральные  операторы со слабой особенностью  в пространствах    
      $ L^2 (\Omega) $   и   $ С(\overline{\Omega}) $.
2.   Компактность оператора со слабой особенностью в  $L^2 (\Omega) $.
3.    Теорема о непрерывности  решений из  $L^2 $   уравнений со слабой
        особенностью.
4.    Объемный потенциал, его физический смысл.  Теорема о непрерывной 
       дифференцируемости в  $ R^n $.
5.    Теоремы о значениях оператора Лапласа от  объемного потенциала в 
      ограниченной области и  в дополнении  к ней.  Сведение неоднородного 
      уравнения Лапласа к однородному.
6.    Поверхностные потенциалы, их физический смысл.
7.    Теоремы о гармоничности  поверхностных потенциалов.
8.    Некоторые оценки для поверхнеостей класса  $C^2 $.
9.    Прямое значение потенциала двойного слоя.
10.   Значения интеграла Гаусса.
11.   Теорема о предельных значениях  потенциала двойного слоя.
12.   Прямое значение  правильной нормальной производной потенциала простого
        слоя.
13.   Теорема о предельных значениях правильной нормальной производной 
         потенциала простого слоя изнутри и снаружи области (формулировка).
14.   Сведение краевых задач к интегральным уравнениям.
15.    Исследование   пары  интегральных  уравнений  $ [D_i],  [N_e] $,   n>2.
16.    - - - - - - -  - - - - - - - - - - -       - - - - - -  - - - - - - - - - $  [N_i],  [D_e] $,   n>2.
17.    Решение задачи  $[D_e] $ в виде  «подправленного»  потенциала двойного слоя.
18.    Специфика двумерного случая.  Исследование пары  $ [D_i], [N_e] $  на   
        плоскости.

 Часть   9.    Функция  Грина.

1.    Функция  Грина  задачи  Дирихле для оператора  Лапласа,   ее свойства.
2.     Теорема  о существовании  функции Грина задачи Дирихле.
3.     Формальный подход  в построении функции Грина  для краевой задачи  с 
        эллиптическим оператором.

Часть  10.

1.  Средние функции и их свойства.
2.   Лемма о плотности бесконечно  дифференцируемых  финитных  функций в
       пространстве   $L^2 (\Omega) $.
3.    Лемма о равенстве нулю  локально суммируемой в области функции, 
       удовлетворяющей   интегральному равенству...
4.    Обобщенная производная функции (по Соболеву).  Единственность, некоторые



       свойства.
5.    Соотношение абсолютной непрерывности функции и обобщенной диффе- 
       ренцируемости,  п=1.  Обобщение результата на случай нескольких переменных  
      (формулировка).
6.    Пространства  Соболева $ W^k_p(\Omega) $, их полнота.  Случай p=2.
7.    Пространства Соболева  $ \overset {0}{W^k_p}(\Omega) $. Продолжимость
       функций этого класса на большую область.
8.   Формула интегрирования по частям для функций из пространств  $W^k_p$  и
       $ \overset{0}{W^k_q} $,  p и q - сопряженные.
9.     Пространства  Соболева $W^1_2(\Omega)$   и   $\overset{0}{W^1_2(\Omega)} $.
        Неравенство Фридрихса, эквивалентные нормировки в 
       $\overset{0}{W^1_2(\Omega)}$.
10.  Неравенство Пуанкаре для параллелепипеда.
11.   Оператор вложения.  Теорема  Реллиха  о вложении   пространства  
       $\overset{0}{W^1_2(\Omega)} $  в $L^2(\Omega)$. 
12.  Определение следов  функций на  части гиперплоскости  $S$ для функций из 
       пространства  $W^1_2 (Q)$,  где $Q$  - параллелепипед.   Теорема о компакт-  
       ности вложения  пространства  $W^1_2 (Q)$ в  $L^2(S)$.
13.  Обобщенные (энергетические) решения   эллиптического уравнения,  задачи
       Дирихле и задачи   Неймана.
14.  Энергетические  априорные оценки  для  обобщенного решения задачи Дирихле.
       Достаточные условия справедливости теоремы единственности.
15.   Энергетическое пространство Н  для задачи Дирихле. Сведение интегрального 
       тождества к операторному уравнению с ограниченным оператором В. 
16.  Компактность оператора В в Н.  Обобщенная разрешимость задачи  Дирихле.
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Практические занятия  (6 семестр)

1)  Вариационное исчисление :  
вычисление 1-ой и 2-ой вариаций по определению;
вывод уравнения Эйлера и естественных краевых условий;
нахождение экстремалей (частные случаи);
изопериметрическая задача;
решение задач с условием трансверсальности;
достаточные условия экстремума.
2)  Задача Штурма – Лиувилля:
нахождение собственных чисел и с. функций;
построение функции Грина- решение краевых задач Ш-Л.
3)   Приведение уравнений к каноническому виду на плоскости;
решение задачи Коши на плоскости.

Практические занятия (7 семестр)

1)   Метод Фурье:
краевые задачи для оператора Лапласа в прямоугольной области и круге;
нестационарные задачи : начально-краевые задачи для волнового уравнения и 
уравнения теплопроводности.  Случай одной пространственной переменной, 
двумерный случай (прямоугольные и круглые мембраны, стержни со стандартными 
сечениями). Здесь же- уравнение Бесселя, функции Бесселя и их свойства  .
2)  Обобщенные  функции  ( изучение теории под руководством преподавателя и 
практика )  Литература:   3, гл. 2,  6 и 10.  (По этой теме коллоквиум с оценкой).

Профессор  Архипова А.А.     
 03.01. 2013.


