
Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Êóðñîâûå ðàáîòû äëÿ ñòóäåíòîâ II êóðñà

Ïðîôåññîð ÓÐÀËÜÖÅÂÀ Íèíà Íèêîëàåâíà

1. Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ è áàðüåðû.
Ëèòåðàòóðà: Ä. Ãèëáàðã, Í.Ñ. Òðóäèíãåð. Ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ì., Íàóêà. 1989.
ï.14.6.

2. Õàóñäîðôîâà ìåðà.
Ëèòåðàòóðà: Ë.Ê. Ýâàíñ, Ð.Ô.Ãàðèåïè. Òåîðèÿ ìåðû è òîíêèå ñâîéñòâà

ôóíêöèé. Íîâîñèáèðñê, Íàó÷íàÿ êíèãà, 2002. Ãëàâà 2.

3. Âûïóêëûå ôóíêöèè.
Ëèòåðàòóðà: Ë.Ê. Ýâàíñ, Ð.Ô.Ãàðèåïè. Òåîðèÿ ìåðû è òîíêèå ñâîéñòâà

ôóíêöèé. Íîâîñèáèðñê, Íàó÷íàÿ êíèãà, 2002. ï.6.3, 6.4

Âñå òðè òåìû ïðåäïîëàãàþò èçó÷åíèå ëèòåðàòóðû ñ ïîñëåäóþùèì ðå-
øåíèåì êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Ïðîôåññîð ÀÐÕÈÏÎÂÀ Àðèíà Àëåêñååâíà

1. Ñâÿçü âàðèàöèîííûõ è êðàåâûõ çàäà÷, îäíîìåðíûé ñëó÷àé (ïî ï.5.1,
ãëàâà 5, [Á-Äæ.-Ã]).

2. Ïðèíöèï Äèðèõëå. Êîíòðïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íàðóøåíèå ýòîãî
ïðèíöèïà (ïî ï.1.2 êíèãè [G]).

3. ×åòûðå ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà BMO (ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé îñöèëëÿöèè ïî âêëþ÷åííûì â îáëàñòü øà-
ðàì). Ýòè ïðîñòðàíñòâà, èçó÷åíèå êîòîðûõ íà÷àëîñü èíòåíñèâíî ïîñëå 1965
ãîäà, ïîëó÷èëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè êðàåâûõ
çàäà÷. (Òåîðåìà 6.25 [G])

Ëèòåðàòóðó èç ìîíîãðàôèé [Á-Äæ-Ã] è [G] ìîæíî ïîëó÷èòü ó ðóêîâî-
äèòåëÿ.

[Á-Äæ-Ã] Äæ.Áóòàööî, Ì. Äæàêâèíòà, Ñò.Ãèëüäåáðàíäò "Îäíîìåðíûå âà-
ðèàöèîííûå çàäà÷è". Íîâîñèáèðñê. Íàó÷íàÿ êíèãà.2002 (Óíèâåðñèòåòñêàÿ ñå-
ðèÿ, ò.11)

[G] M.Giaquinta, L. Martinazzi. "An Introduction to the Regularity Theory
for Elliptic Systems, Harmonic Maps and Minimal Graphs". Scuola Norm Sup.,
Pisa (Lecture Notes, 11), 2012



Äîöåíò ÁÀÕÀÐÅÂ Ôåäîð Ëüâîâè÷

1. Òðàíñïîðòèðîâêà ìàññû è èçîïåðèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷èòü, êàê çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ñïîñîáå ïåðåâîçêè

ãðóçîâ ïîìîãàåò èçÿùíî ðåøèòü èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó (çàäà÷ó íàõîæ-
äåíèÿ òåëà ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà ïðè çàäàííîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè). Â
ïåðñïåêòèâå ïëàíèðóåòñÿ ðàçâèòü óêàçàííûé ìåòîä íà äîêàçàòåëüñòâî äðó-
ãèõ íåðàâåíñòâ, ïî ñóòè ÿâëÿþùèõñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèìè.

2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â àíàëèçå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
Àñèìïòîòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïî ñóòè ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïðîñòîé ïðè-

áëèæåííîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Åñòü ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ ïî ïîñòàíîâêå, íî ñëîæíûõ ïî ñóùåñòâó çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêîãî õà-
ðàêòåðà. Íàïðèìåð, ïîèñê êîëè÷åñòâà òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè
â êðóãå ðàäèóñà R, èëè ïîèñê êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N . Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷èòü íåêîòîðûå ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, êîòîðûå òðàäèöèîííî íå óêëàäû-
âàþòñÿ â îáùèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè
èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

3. Ìåðû íåñèììåòðè÷íîñòè âûïóêëûõ òåë.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷èòü íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, îïè-

ñûâàþùèå òî, íàñêîëüêî äàííîå âûïóêëîå òåëî ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íûì.
Êàê èçìåíÿåòñÿ ìåðà íåñèììåòðè÷íîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ ñèììåòðèçà-
öèè? Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâåñòè àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ìåðû íåñèììåò-
ðè÷íîñòè n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ýòî ïîòðåáóåò íåñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ ê
âû÷èñëåíèþ îáúåìà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âûïóêëûõ òåë, èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ
ñâîéñòâ òàê íàçûâàåìûõ íåóáûâàþùèõ ïåðåñòàíîâîê ôóíêöèé, à òàêæå èçó-
÷åíèÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Òàê
îäíà ïðîñòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðèâåäåò ê èçó÷åíèþ ðÿäà èíòåðåñíûõ
è ïîëåçíûõ èíñòðóìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ëèòåðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü ó ïðåïîäàâàòåëÿ.

Ïðîôåññîð ÈÂÎ×ÊÈÍÀ Íèíà Ìèõàéëîâíà

1. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ë. Ãîðäèíãà è íåðàâåíñòâî Ìàêëîðåíà.
Õîðîøî èçâåñòíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà Ìàêëîðåíà ÿâëÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Îáîáù¼ííîå íåðàâåíñòâî Ìàêëîðåíà ëåæèò â îñíîâå ñîâðåìåííîé
òåîðèè ïîëíîñòüþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà. Ïðåäëàãàåòñÿ îçíàêîìèòüñÿ ñ òåîðèåé Ëàðñà Ãîðäèíãà è ïðèìåíèòü
å¼ äëÿ ïðîñòåéøåãî âûâîäà íåðàâåíñòâà. Â êà÷åñòâå èñòîðè÷åñêîãî àñïåêòà
ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå ïðîâåñòè èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî Ìàêëîðåíà.



Ëèòåðàòóðà: Í.Ì. Èâî÷êèíà, Ñ.È. Ïðîêîôüåâà, Ã.Â. ßêóíèíà, Êîíóñû
Ãîðäèíãà â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîëíîñòüþ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîáëåìû ìàòåì. àíàëèçà, 64 (2012), 63-80.

2. Îðòîãîíàëüíî èíâàðèàíòíûå íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû âòîðîãî ïîðÿäêà è êðèâîëèíåéíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Òåìà ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñòðî-
èòü àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå íà ãðàíèöå. Ïðåäëàãàåòñÿ
îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìàòèêîé è íàéòè ïðîñòîå å¼ îïèñàíèå. Âîçìîæíû
íîâûå àëãåáðàè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Ëèòåðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü ó ðóêîâîäèòåëÿ.

3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ m-
ãåññèàíîâñêèõ îïåðàòîðîâ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ îñâîåíèå ìåòîäèêè è ïðèìåíåíèå å¼ ê ýâîëþöèîííûì ïîë-
íîñòüþ íåëèíåéíûì m-ãåññèàíîâñêèì óðàâíåíèÿì.

Ëèòåðàòóðà: (i) À.È. Íàçàðîâ, Í.Í. Óðàëüöåâà, Âûïóêëî-ìîíîòîííûå îáî-
ëî÷êè è îöåíêà ìàêñèìóìà ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Çàï. íàó÷.
ñåìèí. ËÎÌÈ 147 (1985), 95-109.

(ii) À.È. Íàçàðîâ, Ïðèíöèï ìàêñèìóìà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà. Ñîâð. ìàòåì.
è å¼ ïðèëîæ. 29 (2005), îáçîð 17ñ.

Äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü ó ðóêîâîäèòåëÿ.

Äîöåíò ÊÀÐÎËÜ Àíäðåé Èãîðåâè÷

1. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ: ìåòîä Ëàïëàñà, ìåòîä ñòàöè-
îíàðíîé ôàçû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âíà÷àëå îñâîèòü òåõíèêó ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé èíòåãðàëîâ. Îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäñòàâëÿþò
ðàçëîæåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ â ñëó÷àå, êîãäà ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ â ýêñòðå-
ìàëüíîé òî÷êå âûðîæäåíà.

Ëèòåðàòóðà: Ì.Â. Ôåäîðþê. Ìåòîä ïåðåâàëà, Ì., Íàóêà, 1977ã. 1-3 ãëàâû.

2. Àñèìïòîòèêà îáúåìà ìíîæåñòâà ìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêè îáúåìà ìåíüøèõ çíà÷åíèé äëÿ

ôóíêöèé, èìåþùèõ â äàííîé òî÷êå ìèíèìóìà ðîñòîê ñ äàííûì ìíîãîãðàí-
íèêîì Íüþòîíà.

Ëèòåðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü ó ïðåïîäàâàòåëÿ.



Ïðîôåññîð ÍÀÇÀÐÎÂ Àëåêñàíäð Èëüè÷

1. Çàäà÷à Âåíòöåëÿ � ïîñòàíîâêà è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.
Íóæíî èçó÷èòü ïî ëèòåðàòóðå ïîñòàíîâêó ïðîñòåéøèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé� è ïðèìå-
íèòü ïîëó÷åííûå íàâûêè ê îäíîé èç íåêëàññè÷åñêèõ çàäà÷ � òàê íàçûâàåìîé
çàäà÷å Âåíòöåëÿ. Ðàáîòà òðåáóåò îò ñòóäåíòà íàëè÷èÿ íåêîòîðûõ ñëåäîâ îáó-
÷åíèÿ ôèçèêå â øêîëå.

2. Ïåðåñòàíîâêè ôóíêöèé (ãåîìåòðè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà).
Ñèììåòðè÷íûå è ìîíîòîííûå ïåðåñòàíîâêè (rearrangements) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé è ôóíêöèé èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ñîâðåìåííîì
âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè è â òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðà-
áîòà ïðåäïîëàãàåò èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ ïî ëèòåðàòóðå è âûâîä ýòèõ ñâîéñòâ
äëÿ íåêîòîðûõ àíàëîãè÷íûõ îïåðàöèé íàä ôóíêöèÿìè.

3. Âûïóêëûå è âûïóêëî-ìîíîòîííûå îáîëî÷êè ôóíêöèé (àíàëèòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ; òåìà èíòåðåñíàÿ, íî òðóäíàÿ).

Äàëüíåéøèå óêàçàíèÿ è ëèòåðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü ó ïðåïîäàâàòåëÿ.

Ïðîôåññîð ÎÑÌÎËÎÂÑÊÈÉ Âèêòîð Ãåîðãèåâè÷

1. Êîíòðïðèìåðû äëÿ çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì â áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíîñòè è êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà
íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîñòèæèìîñòè ýòèì ôóíêöèîíàëîì íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.
Òðàäèöèîííàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çà-
ìåíÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, â êîòîðîé ðå÷ü èäåò î ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíè-
çó êîýðöèòèâíûõ ôóíêöèîíàëàõ â ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â
ïðåäëàãàåìîé êóðñîâîé ðàáîòå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðÿä êîíòðïðèìåðîâ, äî-
êàçûâàþùèõ òî÷íîñòü óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû.

2. Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.
Äëÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ ëèíåéíûì ðîñòîì èíòåãðàíòà ïî ïåðâîé ïðîèç-

âîäíîé âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ èõ ðàçðåøèìîñòüþ. Ïðè÷èíîé òîìó ÿâëÿåòñÿ
íåðåôëåêñèâíîñòü åñòåñòâåííîãî äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷ ïðîñòðàíñòâà Ñîáî-
ëåâà. Îäíèì èç âûõîäîâ èç ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà ê áîëåå øèðîêîìó � ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèà-
öèè. Ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî ïî-ïðåæíåìó íå ðåôëåêñèâíî, íî îáëàäàåò áî-
ëåå õîðîøèì îïåðàòîðîì âëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé.
Â êóðñîâîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷åíèå ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ñîáîëåâñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è äîêàçàòåëüñòâî
ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è â ðàñøèðåííîé ïîñòàíîâêå.

Ëèòåðàòóðó è äàëüíåéøèå óêàçàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ó ïðåïîäàâàòåëÿ.



Ïðîôåññîð ÑÒÅÏÀÍÎÂ Åâãåíèé Îëåãîâè÷

1. Êàê âûãëÿäèò ðàçáèåíèå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà k = 1, 2, . . . ìíîæå-
ñòâà çàäàííîé ãàóññîâîé ìåðû è ìèíèìàëüíîãî (ñðåäè âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé)
ãàóññîâà ïåðèìåòðà? Äëÿ ñëó÷àÿ k = 1 ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ èçîïåðèìåò-
ðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì, äîêàçàííûì Á. Öèðåëüñîíîì è Â. Ñóäàêîâûì. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî k âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Èíòåðåñåí âîïðîñ è â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

2. Ïðè çàäàííîì ïîëå ñêîðîñòåé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî åå ïëîòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè. Êàêèå ñâîéñòâà
ïîëÿ ñêîðîñòåé îáåñïå÷èâàþò åäèíñòâåííîñòü (â ðàçóìíîì êëàññå) ñëàáîãî
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ? ×àñòè÷íûé îòâåò (äëÿ êëàññà ïî÷òè èçìåðèìûõ
ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé) äàåò òåîðèÿ DiPerna-Lions. Àíàëîãè÷-
íûé âîïðîñ èíòåðåñåí è äëÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìàãíèòíîãî ïîëÿ
äâèæóùåéñÿ æèäêîñòüþ.

Îáå êóðñîâûå ðàáîòû ïðåäïîëàãàþò ðåøåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà ïðè-
âåäåííûå òåìû. Ñàìè çàäà÷è, ëèòåðàòóðó è äàëüíåéøèå óêàçàíèÿ ìîæíî
ïîëó÷èòü ó ðóêîâîäèòåëÿ.


